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Inferéncia Estatistica: uma amostra ajudando a
entender uma populacao

Populagdo
Amostragem
Ex.: Paraa
distribuicao
normal os Estimacao de parametros Inferéncia
parametros sao <: e escolha da Distribuigao Estatistica \
U e o2
Uso de uma
Calculo de Probabilidades amostra
(Usando a Distribuicdo acima) aleatoria para
Os termos inferir
populagao e l (aprender) algo
dlStl‘l.blH(,‘aO 540 Informagao para sobre uma
equlvalentes. tomada de decisao populagﬁo.
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Duas formas de se fazer inferéncia estatistica

1)Estimac¢ao de Parametros: Estatistica  Populagao

* Estimativas Pontuais Media X 1

* Estimativas Intervalares Variancia S2 G2

2) Teste de Hipoteses Ne elementos n N
Proporcéo D P

Geral 0 0

Estimativa Pontual Estimativa Intervalar

Populacao
Média p Desconhecida ~ Média x=50~p Estou 95% confiante que
a meédia p deve estar
entre 40 e 60

A
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Estimador @ uma VA e estimativa é um determinado valor

Um estimador (ex.: 0):

Populacio Amostras ¢ uma variavel aleatoria.
Uma estimativa

(ex.:E(0)) éum valor
especifico do estimador.
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Estimador e estimativa: nomenclatura da area

Para um estimador 0, de um parametro 0, como uma estimativa £(0)
tem-se:

Estimador ndo tendencioso 0 deve ter: E(8)=0.

« ENTVM (Estimador Nao Tendencioso de Variancia Minima): O
estimador nao tendencioso de menor variancia.

* Bootstrap: Um método computacional de se obter estimativas.

. oy 2
* Erro Quadratico Médio de um estimador: EQM(0)=E (9 — 9)
( um critério para se comparar diferentes estimadores)

* Estimador de Maxima Verossimilhanca: Uma forma de se produzir
ENTVM através da maximizagao de uma funcao (de verossimilhanca)
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Variancia Minima - um exemplo

Amostra Valores Y X
1 1 1 0 0 -3 1 -1 0 -2 2 -0.10 0

2 2 1 080 1

3 -1 | -1 000 -1

4 -1 -3 090 -0.5

5 -2 -2 -0.40 0

0 -1 9 -1 -040 -1

7 o 1 -1 -1 0 O0-5 1 0 1 -0.10 05

8 o 1 0 o 3 1 2 0 3 -2 080 05
Desvio padrio > 0.55  0.73

A média é um estimador de Variancia
Minima em relacdo a Mediana
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Erro Padrao (Standard Error): uma medida de
variabilidade para meédia e proporcoes

Variavel Quantitativ> SE(x) =
Varidvel Qualitativz> SE(p) =

S o

NN

pUL—P) _

N

n

pa
n

N

(Proveniente da Distribuicao de Bernoulli)
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Estimativas pontuais de uma proporcao - exemplo

Para se avaliar a taxa de desemprego em determinado Estado, escolhe-
se uma amostra aleatoria de 1000 habitantes em 1dade de trabalho e
contam-se os desempregados: 87. Estimar a propor¢ao de

desempregados em todo o Estado (populagdo). Avaliar o erro padrao de

estimativa.
p= X = il = 0.087=28.7% Logo: p= p=8.7%
7 1000 |
G=1-p=0913
EP(p)= |24 = [QO8TOI3) 000 Logo o= 0009
n 1000

Uma possivel representacao = | » = 0,087 + 0,009
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Estimativas pontuais de uma média - exemplo 1/2

. . Top Wall Bodymaker

A planilha ao lado representa 20 medidas da ., D 00Es77E
espessura da parede “Top Wall”, em polegadas, ; e
apos o processo “Bodymaker” de fabricacdo de 4 0.0063773
1ataS 5 00060867
* 6 0.0063197

7 0.0065967

1) Esse processo pode ser considerado Normal? | s 0.0059925
9 0.0060255

. . . : A4 10 0.0062406

2) Quais as estimativas pontuais da Média e do - g
Desvio Padrao das espessuras? 12 0.0052403
13 0.0055400

. 0 14 0.0082230

3) Qual o intervalo de 95% de Confianga paraa |- e
M¢édia e o Desvio Padrao? 16 0.0056994
17 0.0063116R

18 0.00R3703

19 0.0057912

20 0.0060R17

Body Top Wall 20MTW
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Estimativas pontuais de uma média - exemplo 2/2

|
NOl'mal Anderson-Darling Normality Test

A-Squared 0,38

"_\\ P-Value 0,371

. . . Mean 0,006181

Estimativas Pontuais Sthey 0,000201

V ariance 0,000000

Skew ness -0,272270

N Kurtosis -0,044069

\ N 20

/ Minimum 0,005791
| \\ 1st Quartile  0,006035

T T T T T Median 0,006237
0,0058 0,0060 0,0062 0,0064 0,0066 3rd Quartile  0,006318

Maximum 0,006597
| | I 95% Confidence Interval for Mean
Estimativas Intervalares 0006087~ 0,006276
95% Confidence Interval for Median
0,006068 0,006309
95% Confidence Interval for StDev
0,000153 0,000294

959/ Confidence Intervals

Mean- | ® l

Median } ° |

0,00610 0,00615 0,00620 0,00625 0,00630
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Entenda o Central Limit Theorem pelo
Quality Gamebox

Theoretical Actual

vire
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Central Limit Theorem: tudo termina em normal

1. Any Population Distribution
Standard

: deviation

2. Normal Population Distribution

| 0 —— Standard

deviation

e e e T SRR '-'1"'1":' R
H——Mean

Distribution of Sample Means
(any n)

0} ¥ =

Jn

n = 30
ez
(FI——J.E\

Standard

deviation

o

Standard
deviation
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CLT: Moivre/Laplace/Liapunov

“Para uma populagdo qualquer com media i e
desvio padrio o, a distribuicao da média
amostral X para amostras de tamanho n
suficientemente grande ¢ aproximadamente
normal com média x e desvio padrio / NI

1sto €: =
_ AU

-

7 ~N:(0,1)”

Ou seja:

Se X:(U, 0) entdo a distribuicdo amostral de Xé N:(u, o / \/;)

Erro Padrao = Standard Error=SE= / \/;
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CLT- exemplo 1/3

Ainda com respeito ao exemplo anterior onde se
tinha 20 medidas da espessura da parede Top
Wall, em polegadas, apos o processo
Bodymaker.

Top Wall Bodymaker
0.0052775
0.0053271
0.0062331
0.0053773
0.0060367
0.0063197
0.0085967
0.0058925
0.0050268
0.0062405
0.0051755
0.0052403
0.0053400
0.0052930
0.0061626
0.0055994
0.0063116
0.0063703
0.0057912
0.0060617

B[ == | | M| e | S| Pl e

1) Qual a probabilidade de se obter uma
espessura de 0,0063”?

=]

—
=

—
—

—
o

2) Qual a probabilidade de se obter uma
espessura maior que 0,0067?

-
e

-
£

—
[, |

—
=]

3) Qual a probabilidade de se obter uma
espessura média maior que 0,0067” em 9
medidas?

—
)

-
(==]

—
L =]

[l
[—]

Body Top Wall 20.mtw
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CLT- exemplo 2/3

1) P(X=0.0063)=0 (Probabilidade esta relacionado a area!)

2) P(X>0.0067)

'  Probability density
SupOSigaeS: & Cumulative probability: cspessura

Observe que X ¢ a
variavel aleatoria

" Inverse cumulative probahility
1) Normalidade

Mean: |0, 006158

2) Desvio Padrao Standard deviation: [0, 000201
da Amostra ¢
igual 20 da " Input column: |
~ Optional storage: |
Populagao
1

* Input constant: |0, 0067

Optional storage: |
select |

P(X >0.0067)=1-0.995=0.005=0.5%
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CLT- exemplo 3/3

B Input
3) P(X>0.0067) Constant Mean

X—u 0.0067-0.00618

X:0.0067ez:7 = .0002%
Jn
N\

Usando o

TCL O desvio padrao aqui se torna o Erro Padrdo

Observe que a

P ()? > 0-0067) = () variavel aleatoria

agora ¢ espessura
média
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IC(u95%) ... para Sigma Conhecido

Para uma populacdao com média p e desvio padrdo . A partir da Distribuicao da
Média Amostral tem-se:

Fixando o em 0.05,
ou seja, 1- a=0.95,

P(-1.96< Z <1.96)=0.95
0.95

7 —

Pelos resultados do Teorema do
Limite Central

0.025

1.96 0 1.96
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Veja a diferenca entre Confianca e Significancia

Pelos resultados do TCL: a : Nivel de significancia

1- a: Nivel de confianca

P(-1.96 < Z <1.96)=0.95

{—1.96 < X - \/7 < 1.96} =0.95
o/ Margem de Erro

P{)?—l.%(a/\/Z) <u<X J: 0.95

6,:6,|= X —1.96(c/\n ); X +1.96(c/\/n )| =1C (11 95%)
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A interpretacao de Intervalo de Confianca

Pp? 4.96@/&) <u< )?+1.96(a/\/2)j: 0.95

\ Isso ndo significa que a

|
probabilidade do parametro u
cair dentro de um intervalo

| especificado seja 1gual a 95%. u

0

'sendo o parametro, esta ou nao,
dentro do intervalo

“95% ¢ a probabilidade de que
intervalos aleatorios contenham g .”
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IC: exemplo

0=7,2%
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E conhecido agora que na
Eleigdo presidencial dos
Estados Unidos de 2008,

Obama fo1 eleito com
7,2% dos votos.

Diferentes pesquisas de
véspera, com a mesma margem
de erro de 3 pontos percentuais,

deram resultados diferentes.

De 20 pesquisas, 3 erraram.
Esse resultado fo1 menos
preciso que o esperado.

20





(=7,2%












Visao pratica e probabilistica de IC

IC(1:95%)

T

Visao Probabilistica Visao Pratica

| |

95% ¢ a probabilidade de Estamos 95%

que 1ntervalos aleatorios .Conﬁantes de que o
contenham intervalo computado

contem p
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IC - exemplo 1/4

Uma amostra da Resisténcia ao Estufamento
das latas para a inspecao final em um processo
de fabricacao de latas ¢ dada na planilha ao
lado. Tal resisténcia obedece a uma
distribui¢cao normal com desvio padrao de 1

psi.

1) Qual a limitacao desse tipo de problema?

2) Qual o intervalo de 95% de confianga para a
Resisténcia Media?

Resisténcia.mtw
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C1

Hesistencia

= == T SR — I -, I — R S R L

—
=

—
—

—
e

—
L

—
it

153

89117
51.02
8061
89,45
S0 56
50,22
H3.03
8129
89117
50839
51,52
51.596
51.14
51.63
580,31
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IC - exemplo 2/4

1) Qual a limitagdo desse tipo de problema?

Nesse Problema o Desvio
Padrao foi dado. Isso nao €
comum!

Dificilmente se
conhece a variancia
de uma populacao
quando sua média é
desconhecida!
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23



IC - exemplo 3/4

2) Qual o intervalo de 95% de confianca para a Resisténcia Media.

Substituindo os valores da média e do Desvio Padrao=1
na expressao tem-se:

I1C(1: (1= 2)100)=|X — Z, ,(0/\n )X + Z, o/ \n )

7 =258 IC(g2:95%)=]90.604;91.616]

a=1% o

Por que os valores da Graphical Summary gerados
pelo Minitab diferem ligeiramente do intervalo acima
calculado?

Estimacao de Parametros | Pedro Paulo Balestrassi | www.pedro.unifei.edu.br 24



IC - exemplo 4/4

/

RS

Anderson-Darling Normality Test

A-Squared 0,32
P-Value 0,504
Mean 91,111
StDev 0,834
V ariance 0,696
Skew ness 0,31815
Kurtosis 1,47862
N 15
Minimum 89,450
1st Quartile 90,608
Median 91,143
3rd Quartile 91,631

Maximum

95% Confidence Interval for Mean

90,649

93,029

91,573

1 \\
90 91 92 93

1

I ~ (]

. | —— Como sao feitos
tais calculos?
9509/ Confidence Intervals
Mean- ° I
Median- I

90,6 90,8 910 912 914 916

90,712

95% Confidence Interval for StDev

0,611

95% Confidence Interval for Median

91,502

1,315
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IC(195%)-+» Para Sigma Desconhecido

IC(p: (1-)100) = X

Margem de Erro

;)?+ta/2(S/\/;)J

(X 1)

S/\In

o/2
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al?2

= ta/Z

)






 t







   /2







/2







   - t/2                    0                 t/2







1-












A distribuicao t de Student

“Distribuicdo t de
Student”, com v
graus de liberdade

v=n-1

[

_()?_:U) S

-~ S/n

Normal

1

n—1

> (X, - X

h(?)

Tal distribuicao ¢
usualmente tabelada para
alguns valores de v e a

=
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Normal







t







hv(t)












Student t: exemplo 1/5

A especificacdo da Largura da Flange das latas
para a inspecao final ¢ definida como
0.082”+/- 0.010” e obedece a uma distribuicao
normal. As medidas da Largura da Flange para
uma determinada linha/turno estdo dadas na
planilha.

a) Qual o intervalo de 95% de confianca para a
largura Média? Defina para esse caso o Grau
de Liberdade e o Nivel de significancia?

b) Qual a diferenca basica em relacao ao
exemplo anterior?

¢) As medidas estdo dentro das especificacoes?
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Largura Flange

= = = IR IR = ., IR P R L

—
=

—
—

—
B %

—
(R

—
=9

15

0.0524
0.0340
0.0303
0.0524
0.0504
0.0355
0.0330
0.0793
0.05816
0.0730
0.0533
0.0506
0.0545
0.03544
0.0513

flange. mtw
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Student t: exemplo 2/5

Anderson-Darling Normality Test
A-Squared 0,50
P-Value 0,177
BN Mean 0,083522
StDev 0,003446
/ Variance 0,000012
Skew ness 0,963258
/ Kurtosis 0,690605
P N 15
/ \ Minimum 0,078978
] [ 1st Quartile  0,081315
T T T T T T T Median 0,083037
0,078 0,080 0,082 0,084 0,086 0,088 0,090 3rd Quartile  0,084877
. ~ Maximum 0,090641
{ a) ObtldO cm fungao 95% Confidence Interval for Mean
do Desvio Padrao 0,081614  0,085430
“T5% C OMaence 1neervartor vearam |
amostral e da 0,081427  0,084706
9509/ Confidel estatistica t de 95% Confidence Interval for StDev
0,002523 0,005434
ey | 1 Student
Median I ® |
0,081 0,082 0,083 0,084 0,085 0,086
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Student t: exemplo 3/5

b) Qual a diferenca basica em relacao ao exemplo anterior da
Resisténcia?

Esse problema ¢
bastante real.
Usualmente nao se
tem o Desvio Padriao
populacional. A
Estatistica t de
Student visa corrigir
essa distorcao.
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Student t: exemplo 4/5

¢) As medidas estdo dentro das especificacoes?

Capability Analysis (Normal Distribution)

™

C1 Largura Flange

Capabilidade
¢ uma medida
fundamental
em 6 Sigma

Data are arranged as

(® Single column: 'Largura Flsnge'

Subgroup size: 1

(use a constant or an ID column)

(" Subgroups across rows of:

Lower spec: 0,072

Upper spec: 0,092
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Student t

: exemplo 5/5

LSL

Process Data
LSL 0,072
Target *
USL 0,092
Sample Mean 0,0835222
Sample N 15
StDev (Within)  0,00332226
StDev(Overall) 0,00344573

melhorado em um
6 Sigma!

O processo apresenta um
Ppk razoavel (o ideal ¢
1.5) mas que pode ser

projeto

1 . 1 . 1 . 1 . |
0,072 0,076 0,080 0,084 0,088 0,092

_——— e — — — (M — — — 4O

m—— \\/ ithin
== == (Qyerall

Potential (Within) Capability

Cp 1,00
CPL 1,16
CPU 10,85
Cpk 0,85
Overall Capability
Pp 0,97
PPL 1,11
PPU 0,82
Ppk 0,82
Cpm *

O bserved Performance
PPM < LSL 0,00
PPM > USL 0,00
PPM Total 0,00

Exp. Within Performance

PPM < LSL
PPM > USL
PPM Total

261,99
5358,40
5620,38

Exp. Overall Performance

PPM < LSL 413,02
PPM > USL 6939,85
PPM Total 7352,87
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Margem de Erro: exemplo 1/2

Suponha que uma pesquisa eleitoral entre dois candidatos A € B seja
feita. De 1000 pessoas entrevistadas 550 votariam no candidato A.

X 550
P = T 1000

~ H(1—pP) D q 0,55)(0,45
SE(p) = /” _ =\/%=\/( 282 —0,0157

IC[p:(1-a)100]= p +Z,,SE (D)

Margem IC
Confianca Z_,, deerro Lower Upper
90% 1.645 0.026 0.524 0.576
95% 1.96 0.031 0.519 0.581

99% 2.58 0.041 0.509 0.591
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Margem de Erro: exemplo 2/2

X 550 1 Proportion (Test and Confidence Interval)
p=—=——2=0,55 |
n 1000 ’ (" Samples in columns:
Confidence level: | g5,0 ‘

(® Summarized data

Alternative: |nnt equal  ~| Number of events: | 550

Number of trials: 1000

|¥ Use test and interval based on normal distribution

Test and CI for One Proportion
Sample X N Samplep 90% CI

1 550 1000 0,550000 (0,524123;0,575877)
Sample X N Samplep 95% CI

1 550 1000 0,550000 (0,519166;0,580834)
Sample X N Samplep 99% CI

1 550 1000 0,550000 (0,509477;0,590523)
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Amostragem a partir da margem de
Erro (d) - exemplo

Z.,SE(p)=d Considerando d=3% ¢
54 a=5%, com os dados do
Z. ., |—=d .
02| n exemplo anterior:
2 .. —1
n = T

. . y Usando Minitab (preferivel):
Obs.: Quando nao existir <Power and Sample Size>

uma suposi¢ao 11z1c12A11 do <Sample Size for Estimation>
valor da propor¢ao p, uma n= 1098

boa regra € assumir o valor
de 0.5.
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Formulas Classicas de IC - 1/3

Summary of One-Sample Confidence Interval Procedures

Point Two-sided 100(1 — «)
Case Problem Type Estimate Percent Confidence Interval
L. Mean p., variance o known X X = 2,20/ VN = W =X+ 2,0/ Vn
2. Mean p of a normal distribution, X X— by g1 S/VI= W =X+ ty,15Vn
variance ¢° unknown
3. Variance o of a normal distribution s (n—1)s (n—1)s*
=gl=s—5"—

2 =72
Xa/i2,n—1 X1-a/2,n—1

4. Proportion or parameter of a bino- p (11— n(l— 7
mial distribution p D= Zyp P(Hp) =Sp=p+ Zy P(HP)

Uma regra geral: Use no minimo 12 observagoes
para obter qualquer intervalo de confianca
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Formulas Classicas de IC - 2/3

Summary of Two-Sample Confidence Interval Procedures

Point Two-Sided 100(1 — «)
Case Problem Type Estimate Percent Confidence Interval
1. Difference in two means ., and g, X — X 2 ol
. 2 2 F — T — T
variances o and o5 known TV + m, = M1 M2
cr% o3

2. Difference in means of two normal X — X

distributions p; — p,, variances X1 — X2 — lu2,n+n,—25p
2

of = o% and unknown \/7

P2

1 2 T lu it pr

(m — 1)s? + (m, — 1)s}
where s, =
I + Iy — 2

3. Difference in means of two normal X — X
distributions p; — p,, variances X — Lo, n_

o} # o% and unknown
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Formulas Classicas de IC - 3/3

Summary of Two-Sample Confidence Interval Procedures

Point Two-Sided 100(1 — «)
Case Problem Type Estimate Percent Confidence Interval
4. D'ifﬁ?renf:e in means of two normal d d— tyy 1S/ NN = pp=d+ tusi5/V0
distributions for paired samples
Ho = B — M2
5. Ratio of the variances 0%/ of two & 5 ol &
normal distributions 2 ] h-azm-1m-1= o2 = ] fo2.m=1.m-1
1
where fi—w2.n,—1.0-1 = i
o/2,m—1,m,—1
6. Dliffert?:‘nce in two proportions of two D= P ‘ ‘ = p) ol — p)
binominal parameters p; — p» D1 — P2 = Zup2 1, + 1
L pl = p)  p(l = p)
=Ep—p=p-—pt Za:‘?\/ n T
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Pratique!

7\
* Livro Texto: Montgomery/Runger Se b

— Chapters 7 and 8 (Resolver todos os exercicios
com analise de dados pelo Minitab).
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