Analise Combinatoria

1. Principio Fundamental da Contagem

Definicao: Quando uma situagao ocorre em etapas sucessivas e independentes, o nimero
total de possibilidades é obtido multiplicando-se o niimero de opgoes de cada etapa.

Formulacao: Se um acontecimento pode ocorrer em k etapas, com nq,no,ng, ..., Nk
possibilidades, entdao o total de maneiras de realiza-lo é:

nl.n2.n3...nk

Exemplo: Um engenheiro deve escolher 1 curso entre 5 opgoes e 1 faculdade entre 3
opgoes. Logo, o nimero total de escolhas possiveis é:

9-3=15

Resposta: 15 opgoes.

2. Técnicas de Contagem

Em Anaélise Combinatéria, os agrupamentos podem ser classificados de acordo com a
importancia da ordem dos elementos.

Se a ordem dos elementos altera o agrupamento, temos um caso de arranjo. Exemplo:
com os algarismos 1 e 2, os nimeros 12 e 21 sao diferentes.

Se a ordem dos elementos nao altera o agrupamento, temos um caso de combinacgao.
Exemplo: os pontos A1 Ay e As Ay representam a mesma reta.

A permutacao é um caso particular de arranjo, em que se utilizam todos os elementos
do conjunto.

Exemplo de permutacao: Com as letras A, B e C, podemos formar os agrupamentos:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA

Logo, existem 6 permutagoes desses 3 elementos.

Os principais tipos de agrupamentos estudados sdo: arranjos, permutagoes e combina-
coes.



3. Arranjos Simples

Chamam-se arranjos simples os agrupamentos formados por k elementos distintos esco-
lhidos entre n elementos, em que a ordem importa.

Exemplo: De quantas maneiras podemos escolher presidente e vice-presidente entre
10 pessoas?

Como os cargos sao diferentes, a ordem importa. Assim, temos um arranjo de 10 elementos
tomados 2 a 2:

10! 10!
Apg=————=-—""=10-9=90
9270 —2)1 8l

Resposta: existem 90 maneiras.

Deducao da féormula: Comecemos por um exemplo um pouco mais geral. De quantas
maneiras podemos escolher presidente, vice-presidente e secretario entre 10 pessoas?

Vamos analisar por etapas:

« para o cargo de presidente, ha 10 escolhas possiveis;
» escolhido o presidente, restam 9 pessoas para o cargo de vice-presidente;

» escolhidos o presidente e o vice, restam 8 pessoas para o cargo de secretario.
Pelo Principio Fundamental da Contagem, o niimero total de maneiras é:

10-9-8 =720

Agora, suponha que queremos formar agrupamentos com k elementos, escolhidos entre n
elementos distintos, em que a ordem importa. Teremos:

n possibilidades para o 12 lugar;
o n — 1 possibilidades para o 2° lugar;

o n — 2 possibilidades para o 3° lugar;

e n — k+ 1 possibilidades para o k-ésimo lugar.
Aplicando o Principio Fundamental da Contagem, obtemos:

Anp=nn—1)n-2)---(n—k+1)

Podemos também escrevé-la na forma fatorial:



4. Permutacao Simples
Exemplo: De quantas maneiras 3 pessoas podem ocupar 3 lugares em uma fila?

e para o 1° lugar, ha 3 possibilidades;
e para o 2° lugar, restam 2 possibilidades;

o para o 3° lugar, resta 1 possibilidade.

Pelo Principio Fundamental da Contagem, o niimero total de maneiras ¢é:

3:-2-1=6

Logo, existem 6 maneiras de organizar as 3 pessoas na fila.

Generalizacao: Agora, suponha que queremos ordenar n elementos distintos. Teremos:

n possibilidades para o 1° lugar;
e n — 1 possibilidades para o 2° lugar;

o n — 2 possibilidades para o 3° lugar;

» 1 possibilidade para o tltimo lugar.
Pelo Principio Fundamental da Contagem, o niimero total de ordenagoes é:

nn—1)(n—-2)---2-1

Essa quantidade é representada por:

P, =n!

Portanto, o nimero de permutacoes simples de n elementos distintos é:

P, =nl

5. Combinacao Simples

Exemplo: De quantas maneiras podemos escolher 2 alunos entre 4 alunos: Ana, Bruno,
Carlos e Daniela?

Os pares possiveis sao: Ana e Bruno, Ana e Carlos, Ana e Daniela, Bruno e Carlos, Bruno
e Daniela, Carlos e Daniela.



Logo, o nimero de maneiras de escolher 2 alunos entre 4 é:

6
Observe que escolher Ana e Bruno é o mesmo que escolher Bruno e Ana. Portanto, na
combinacgao, a ordem nao importa.

Generalizacao: Suponha que queremos escolher £ elementos entre n elementos distintos,
sem levar em conta a ordem.

Sabemos que o nimero de arranjos simples de n elementos tomados k a k é:

n!
Anie = (n—k)!

Mas, nesse caso, cada grupo de k elementos foi contado varias vezes, pois as diferentes
ordens dos mesmos elementos geram arranjos diferentes.

Como k elementos podem ser ordenados de:

k!

maneiras, devemos dividir o nimero de arranjos por k!. Assim, obtemos o nimero de
combinacoes simples de n elementos tomados k a k:

An,k
Gk = 7
Substituindo A, ) = (n’_‘i!k)!, temos:
n!
Cn
T (= k) k!
Férmula:
n!
Ch
FT k(0 — k)

6. Permutacoes com Repeticao

Exemplo: Quantos anagramas diferentes podem ser formados com a palavra BALA?

Ela possui 4 letras, mas a letra A aparece 2 vezes. Se fizermos 4!, estaremos contando
como diferentes trocas entre essas duas letras A, mas essa troca nao produz uma nova
palavra.

Por isso, devemos dividir por 2!:

41 24
—=—=12
2! 2



Logo, o nimero de anagramas diferentes da palavra BALA é:

12

Generalizacao: Quando temos n elementos, dos quais alguns se repetem, o nimero de
permutacoes distintas é dado por:

n!
P=—————
nylnag! - ny!
em que n é o numero total de elementos e nq,no,...,n; sao as quantidades de elementos
repetidos de cada tipo.
Formula:
n!
P(nlyn%---vnk) —
" n1!n2! nk‘

7. Permutacoes Circulares

Exemplo: De quantas maneiras 4 pessoas podem se sentar em torno de uma mesa
redonda?

Se fosse uma fila, teriamos:

41 =24

Mas, em uma mesa redonda, arrumacgoes que diferem apenas por rotagao sao consideradas
iguais. Por exemplo, as disposi¢oes

ABCD, BCDA, CDAB, DABC

representam a mesma permutacao circular, pois basta girar a mesa para obter uma da
outra.

Assim, cada disposicao foi contada 4 vezes em 4!. Portanto, devemos dividir por 4:

Al 24

4 4 6

Logo, o nimero de maneiras de sentar 4 pessoas em uma mesa redonda é:

6

Generalizacao: Suponha que desejamos dispor n elementos distintos em circulo.

Se os elementos estivessem em linha reta, haveria:

n!



permutacoes. No entanto, em uma disposic¢ao circular, arrumacoes que diferem apenas
por rotacao sao equivalentes. Como cada arrumacao circular pode ser representada de n
maneiras diferentes, uma para cada posicao inicial, devemos dividir por n:

n!

n

Assim, o nimero de permutagoes circulares de n elementos distintos é:

P.=(n-1)!

8. Arranjos com Repeticao

Exemplo: De quantas maneiras podemos formar senhas de 3 digitos usando os algarismos
1, 2 e 3, permitindo repeticao?

Para cada posi¢ao da senha, temos sempre 3 opgoes:

« 3 possibilidades para o 12 digito;
» 3 possibilidades para o 2° digito;

« 3 possibilidades para o 3° digito.
Pelo Principio Fundamental da Contagem, o ntimero total de senhas é:

3-3-3=27

Logo, existem 27 arranjos com repeticao.

Generalizagao: Suponha que queremos formar agrupamentos com k elementos, escolhidos
entre n elementos distintos, permitindo repeticao e considerando a ordem.

Como a repeticao é permitida, em cada uma das k posi¢oes teremos sempre n possibilidades.
Assim, o niimero total de arranjos com repeticao é:

com k fatores. Portanto,

AR, ) = n"

9. Combinacao com Repeticao

Exemplo: De quantas maneiras podemos escolher 3 sorvetes entre 4 sabores diferentes,
podendo repetir sabores?



Suponha os sabores: chocolate, morango, baunilha e limao.

Como a repeticao é permitida, escolhas como chocolate, chocolate, morango e baunilha,
limao, limao sao possiveis.

Além disso, a ordem nao importa. Assim, escolher chocolate, morango e chocolate é a
mesma coisa que morango, chocolate e chocolate.

Nesse caso, o numero de combinagoes com repeticao é:

ona (417 ()

Logo, existem 20 maneiras de escolher os 3 sorvetes.

Generalizagao: Suponha que queremos escolher k elementos entre n tipos distintos, com
as seguintes condigoes:

e a repeticao ¢ permitida;

e a ordem nao importa.

Nesse caso, o nimero de combinagoes com repeticao de n elementos tomados k a k é
dado por:

n+k—1
ey = ()
ou, na forma fatorial,
(n+k—1)!
CR, = —+———"—"—
P R = 1)



