
Análise Combinatória

1. Princípio Fundamental da Contagem

Definição: Quando uma situação ocorre em etapas sucessivas e independentes, o número
total de possibilidades é obtido multiplicando-se o número de opções de cada etapa.
Formulação: Se um acontecimento pode ocorrer em k etapas, com n1, n2, n3, . . . , nk

possibilidades, então o total de maneiras de realizá-lo é:

n1 · n2 · n3 · · · nk

Exemplo: Um engenheiro deve escolher 1 curso entre 5 opções e 1 faculdade entre 3
opções. Logo, o número total de escolhas possíveis é:

5 · 3 = 15

Resposta: 15 opções.

2. Técnicas de Contagem

Em Análise Combinatória, os agrupamentos podem ser classificados de acordo com a
importância da ordem dos elementos.
Se a ordem dos elementos altera o agrupamento, temos um caso de arranjo. Exemplo:
com os algarismos 1 e 2, os números 12 e 21 são diferentes.
Se a ordem dos elementos não altera o agrupamento, temos um caso de combinação.
Exemplo: os pontos A1A2 e A2A1 representam a mesma reta.
A permutação é um caso particular de arranjo, em que se utilizam todos os elementos
do conjunto.
Exemplo de permutação: Com as letras A, B e C, podemos formar os agrupamentos:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA

Logo, existem 6 permutações desses 3 elementos.
Os principais tipos de agrupamentos estudados são: arranjos, permutações e combina-
ções.
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3. Arranjos Simples

Chamam-se arranjos simples os agrupamentos formados por k elementos distintos esco-
lhidos entre n elementos, em que a ordem importa.
Exemplo: De quantas maneiras podemos escolher presidente e vice-presidente entre
10 pessoas?
Como os cargos são diferentes, a ordem importa. Assim, temos um arranjo de 10 elementos
tomados 2 a 2:

A10,2 = 10!
(10 − 2)! = 10!

8! = 10 · 9 = 90

Resposta: existem 90 maneiras.
Dedução da fórmula: Comecemos por um exemplo um pouco mais geral. De quantas
maneiras podemos escolher presidente, vice-presidente e secretário entre 10 pessoas?
Vamos analisar por etapas:

• para o cargo de presidente, há 10 escolhas possíveis;

• escolhido o presidente, restam 9 pessoas para o cargo de vice-presidente;

• escolhidos o presidente e o vice, restam 8 pessoas para o cargo de secretário.

Pelo Princípio Fundamental da Contagem, o número total de maneiras é:

10 · 9 · 8 = 720

Agora, suponha que queremos formar agrupamentos com k elementos, escolhidos entre n
elementos distintos, em que a ordem importa. Teremos:

• n possibilidades para o 1º lugar;

• n − 1 possibilidades para o 2º lugar;

• n − 2 possibilidades para o 3º lugar;

• . . .

• n − k + 1 possibilidades para o k-ésimo lugar.

Aplicando o Princípio Fundamental da Contagem, obtemos:

An,k = n(n − 1)(n − 2) · · · (n − k + 1)

Podemos também escrevê-la na forma fatorial:

An,k = n!
(n − k)!
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4. Permutação Simples

Exemplo: De quantas maneiras 3 pessoas podem ocupar 3 lugares em uma fila?

• para o 1º lugar, há 3 possibilidades;

• para o 2º lugar, restam 2 possibilidades;

• para o 3º lugar, resta 1 possibilidade.

Pelo Princípio Fundamental da Contagem, o número total de maneiras é:

3 · 2 · 1 = 6

Logo, existem 6 maneiras de organizar as 3 pessoas na fila.
Generalização: Agora, suponha que queremos ordenar n elementos distintos. Teremos:

• n possibilidades para o 1º lugar;

• n − 1 possibilidades para o 2º lugar;

• n − 2 possibilidades para o 3º lugar;

• . . .

• 1 possibilidade para o último lugar.

Pelo Princípio Fundamental da Contagem, o número total de ordenações é:

n(n − 1)(n − 2) · · · 2 · 1

Essa quantidade é representada por:

Pn = n!

Portanto, o número de permutações simples de n elementos distintos é:

Pn = n!

5. Combinação Simples

Exemplo: De quantas maneiras podemos escolher 2 alunos entre 4 alunos: Ana, Bruno,
Carlos e Daniela?
Os pares possíveis são: Ana e Bruno, Ana e Carlos, Ana e Daniela, Bruno e Carlos, Bruno
e Daniela, Carlos e Daniela.
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Logo, o número de maneiras de escolher 2 alunos entre 4 é:

6

Observe que escolher Ana e Bruno é o mesmo que escolher Bruno e Ana. Portanto, na
combinação, a ordem não importa.
Generalização: Suponha que queremos escolher k elementos entre n elementos distintos,
sem levar em conta a ordem.
Sabemos que o número de arranjos simples de n elementos tomados k a k é:

An,k = n!
(n − k)!

Mas, nesse caso, cada grupo de k elementos foi contado várias vezes, pois as diferentes
ordens dos mesmos elementos geram arranjos diferentes.
Como k elementos podem ser ordenados de:

k!

maneiras, devemos dividir o número de arranjos por k!. Assim, obtemos o número de
combinações simples de n elementos tomados k a k:

Cn,k = An,k

k!

Substituindo An,k = n!
(n−k)! , temos:

Cn,k = n!
(n − k)! k!

Fórmula:

Cn,k = n!
k!(n − k)!

6. Permutações com Repetição

Exemplo: Quantos anagramas diferentes podem ser formados com a palavra BALA?
Ela possui 4 letras, mas a letra A aparece 2 vezes. Se fizermos 4!, estaremos contando
como diferentes trocas entre essas duas letras A, mas essa troca não produz uma nova
palavra.
Por isso, devemos dividir por 2!:

4!
2! = 24

2 = 12
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Logo, o número de anagramas diferentes da palavra BALA é:

12

Generalização: Quando temos n elementos, dos quais alguns se repetem, o número de
permutações distintas é dado por:

P = n!
n1! n2! · · · nk!

em que n é o número total de elementos e n1, n2, . . . , nk são as quantidades de elementos
repetidos de cada tipo.
Fórmula:

P (n1,n2,...,nk)
n = n!

n1! n2! · · · nk!

7. Permutações Circulares

Exemplo: De quantas maneiras 4 pessoas podem se sentar em torno de uma mesa
redonda?
Se fosse uma fila, teríamos:

4! = 24

Mas, em uma mesa redonda, arrumações que diferem apenas por rotação são consideradas
iguais. Por exemplo, as disposições

ABCD, BCDA, CDAB, DABC

representam a mesma permutação circular, pois basta girar a mesa para obter uma da
outra.
Assim, cada disposição foi contada 4 vezes em 4!. Portanto, devemos dividir por 4:

4!
4 = 24

4 = 6

Logo, o número de maneiras de sentar 4 pessoas em uma mesa redonda é:

6

Generalização: Suponha que desejamos dispor n elementos distintos em círculo.
Se os elementos estivessem em linha reta, haveria:

n!
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permutações. No entanto, em uma disposição circular, arrumações que diferem apenas
por rotação são equivalentes. Como cada arrumação circular pode ser representada de n
maneiras diferentes, uma para cada posição inicial, devemos dividir por n:

n!
n

Assim, o número de permutações circulares de n elementos distintos é:

Pc = (n − 1)!

8. Arranjos com Repetição

Exemplo: De quantas maneiras podemos formar senhas de 3 dígitos usando os algarismos
1, 2 e 3, permitindo repetição?
Para cada posição da senha, temos sempre 3 opções:

• 3 possibilidades para o 1º dígito;

• 3 possibilidades para o 2º dígito;

• 3 possibilidades para o 3º dígito.

Pelo Princípio Fundamental da Contagem, o número total de senhas é:

3 · 3 · 3 = 27

Logo, existem 27 arranjos com repetição.
Generalização: Suponha que queremos formar agrupamentos com k elementos, escolhidos
entre n elementos distintos, permitindo repetição e considerando a ordem.
Como a repetição é permitida, em cada uma das k posições teremos sempre n possibilidades.
Assim, o número total de arranjos com repetição é:

n · n · n · · · n

com k fatores. Portanto,

ARn,k = nk

9. Combinação com Repetição

Exemplo: De quantas maneiras podemos escolher 3 sorvetes entre 4 sabores diferentes,
podendo repetir sabores?
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Suponha os sabores: chocolate, morango, baunilha e limão.
Como a repetição é permitida, escolhas como chocolate, chocolate, morango e baunilha,
limão, limão são possíveis.
Além disso, a ordem não importa. Assim, escolher chocolate, morango e chocolate é a
mesma coisa que morango, chocolate e chocolate.
Nesse caso, o número de combinações com repetição é:

CR4,3 =
(

4 + 3 − 1
3

)
=
(

6
3

)
= 20

Logo, existem 20 maneiras de escolher os 3 sorvetes.
Generalização: Suponha que queremos escolher k elementos entre n tipos distintos, com
as seguintes condições:

• a repetição é permitida;

• a ordem não importa.

Nesse caso, o número de combinações com repetição de n elementos tomados k a k é
dado por:

CRn,k =
(

n + k − 1
k

)

ou, na forma fatorial,

CRn,k = (n + k − 1)!
k!(n − 1)!
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