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Coeficiente de Correlacao

EX.: Suponha que o0 nosso desejo

seja 0 de quantificar a

associabilidade entre duas

variaveis relacionadas a cinco
agentes de uma seguradora.

ASsSIm, temos:

X= Anos de experiéncia do agente.
Y = Numero de clientes do agente.

Agente | x | Yy
A 2| 48
B 4| 56
C 5| 64
D 6| 60
E 8| 72

Diagrama de
Dispersao

60 — °

Clientes

50 —

[ [
2 3 4 5 6
Anos de

Experiéncia

(X, y) € um par aleatorio
— Dados emparelhados
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r=Correlacao de Pearson

y o y—-y Y=y _ Z,
. © o ° S,
. e

o ° X o |° X—X oo u: Z,

I I I SX
Série de dados O conjunto de pontos  Aescalade xeyé
originais (x e y) e deslocado, tendo agora padronizada.
sdo valores agora como centro, 0s  1sso torna os valores
quantitativos. valores médios. Independente da sua

1 unidade.
r=Corr (X,Y)==> z,2,
n __1 | |
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Quadrantes e Correlacao

® . O

_ Y 1
y —— r =Corr (X,Y =—E Z,Z,
. L] -- @ ( ) n-=l | y|

1 - X
X
Quadrant i — Y Ty — T (yi — y)(z:i — 7)
1 + + -
2 + — —
3 - - +
4 = + -
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Calculo simplificado de r

Agente | X y X—X|Y—Y Z, Z, Z, . Z,

A 2 48 -3 -12 -1.5 -1.5 2,25

B 4 56 -1 -4 -0.5 -0.5 0,25

C 5 64 0 4 0 0.5 0

D 6 60 1 0 0.5 0 0

E 8 12 3 12 1.5 1.5 2,25
Total 5 | 300 0 0 0 0 4,75

SX _ g gy_jo r = Correlagdo (X,Y) = % = 0,95 = 95%
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Pvalue p/ Correlacao

n n g ( ___\
r=Corr (X,Y):EZ:inZyi :1 (Xl X]Ly| yJ

N - N -

I =

EZ(Xi —>‘<)(yi - V) ~ Covariancia (X,Y) 1<r<1
n S-S - S, *S, -

X 7y

A correlacédo apresentada aqui € linear. Existem outros tipos de correlacéo!

Agente | x | v | EX.: Calculo da correlacdo da tabela ao lado
A 2| 48
B 4| 56
C 5| 64 Pearson correlation of Anos Exp and Clientes :
D 6| 60 —
- 3| 72 P-Value : ——  Forte Correlacéo pois P-Value <0,05
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Correlacao no Minitab

Faca a analise de Correlacdo das

- 2 variaveis ao lado na planilha
Yariables: Bidimensional.mtw
AR =]
3 Y 7 ..
- 0,990 @) Coef|C|en~te ,
0,000 de Correlagdo e
também
7 -0,992  -0,976 chamado de
0,000 0,000 Coeficiente de
Pearson.
1] -0,193 -0,273 0,082
¥ Display p U, 647 0,513 0,547

Cell Contents: Pearson correlation
P-YValue
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Correlacao significa
Causa/Efeito?
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Analise de Regressao

Mumber

0A analise de regressao

é uma técnica estatistica [ Ol = amables . variables ]
usada para modelar e

Investigar a relacao

entre duas ou mais

variaveis. O modelo é

frequentemente usado Objective
para previsoes.

JRegressao € um teste
de hipdtese

Fit model only Fit model and
optimize response

H.: O modelo permite { ! {
significativamente prever o Regression Response
a resposta. « > ° T .
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YA

Y=F(x)

Linha de Regressao A variavel X ¢é dita variavel

endogena).

*Y=f(Xx) Simples
*Y=f(x,y,z...) Mdultipla

independente (ou exogena), enguanto
Y é dita variavel dependente (ou
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Alguns Tipos de Regressao

Linear Simples (Um X) Multipla (Dois ou mais Xs) Curvilinea (Um X)
y m
X2
X
X
Curvilinear (Dois ou mais Xs) Variaveis Indicativas Logistica (Ys Discretos)
(para Xs Discretos) 1
Xa
— ©
o o
Xp
Y 5 x o
x v k Xe S
l
0
X
1 Xi X
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Curva de
Residuos (e)

\

Residuos

X1

X2

X3

y = a+bx,

Uma
Importante
condicéo para
0 uso de
regressao
simples € que
0s residuos (e)
sejam
independentes
de x. Porque?
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Regressao Linear Simples

1 minzinzleiz = minzinzl(yi -V )2 = minZle(yi —a—bx )2

~
o

50 55 60 65 70

75
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A matematica da Regressao Linear

> el y =a+bx

minz,e? =minz!, (y, — . )* = minz,(y, —a—bx, |

Z_l ; Oe_Z_l I

_22:‘_ (y; —a—bx) =0,
_22_1 X (y; —a—bx) =0,
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Ufa!

DL yi=natbYigx,

N\

\Zinzl XY = az:ﬂ:l X+ bZinzl X

b _ Zi:l(xi o )—() yi . Sxy

Z?:l(xi -X)* Sa

a=Yy-DbxX,

2
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Exemplo

Obter a equacéo da reta (chamada de reta dos minimos quadrados)
para 0s seguintes pontos experimentais:

Tracar a reta no diagrama de dispersao. Calcular o coeficiente de
correlacao linear.

Qual o valor previsto para x=9?
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Regressao: By Hand

2 2

X, ¥ oy X ¥;
1 0,5 0,5 1 0,25
2 0,6 1,2 4 0,36
3 0,9 2,7 9 0,81
4 0.8 3.2 16 0,64
5 1,2 6,0 25 1,44
6 1,5 9.0 36 2,25
7 1,7 11,9 49 2.89
8 2.0 16,0 64 4,00
36 9.2 50,5 204 12,64
36-9,2
SXy =50,5- =50,5-414=9]1,
36)°
S,, =204 _BY _o04_162-42
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Regressao: Calculos

36-9,2

S, =50,5-=_~==505-414=9],

S, =204-

S
b=

a=

<l

Xy

XX

—bx =

2
(36) =204 -162 =42.

91
42

~ (0,217,

9é2 —-0,217- % =1150-0,976 =0,174.

g =0174+0,217x
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Regressao: Grafico

Fitted Line Plot
y = 0,1750 +0,2167 X

2,00 -

1,75 -

1,50 -

1,25 -

1,00 -

0,75 -

0,50 -

° S 0,121335
R-Sq 95,7%
R-Sq(adj) 95,0%
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Syy

Regressao: Correlacao

9,2)°
8
S, 91

\/SXX . \/42-2,06

=12,64 —

=12,64-10,58 = 2,06,..

= 0,98 Relembre Correlacdo!
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Regressao:Teste Hipoteses

Para Teste de Hipoteses, considera-se:

y =a+bx,
Ho:a=0 Ho:b=0
T=a/ SE Coef(a) T=b / SE Coef(b)
1 z? g
SE Coef (a)= /- =
oef (a) g\/ ~+ (2, = 7)° SE Coef (b) NNCEEL

52 el 2(yi—9i)?
n—2 n—2
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Regressao linear simples no Minitab

The ceguession equacion is
¥ = 0,175 + 0,217 X

C1 X Response [Y): |¥
Predictor Coef SE Coef T P~ ¥ Predictor [X: %
Constant 0,17500 0,09454 1,85 0,114
¥ 0,21667 0,01872 11,57 0,000

Type of Regression Model

3 =0,1215 RB-3q = 95,.7% R-3giadj) = 95,.0% @ Linear ¢ Quadratic ¢ Cubic

Analysis of Variance

Source DF 35 M3 F I
Fegression 1 1,9717 1,9717 133,92 0,000
Fesidual Error B 0,0333 0,0147 X Y
Total 7 2,000
1 0.5
musnual Obhzervations 7 0g
Ohs= ey K Fit S5E Fit Fezidual St Resid !
g 4.00 0,8000 11,0417 0,0439 -0,2417% -2,14% 3 DIQ
F denotes an obserwation with a large standardized residual 4 D-B
q 1,2
Predicted Values for New Observations
b 15
MNew Obs Fit S5E Fit 95,0% CI 95,0% PI 7 17
1 2,1250 0,0945 [ 1l,8936; 2,3564d) [ 1,7485; 2,5015) :
o 20
Valuezs of Predictors for New Obserwations T
Hew Obs X Previsao
1 o.,00
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o uhewWN R

. [V ] 1 Xy X2 X [ Bo | [ &) ]
;— 2 I xop xopeee X2 p &2
3_X|3+£ y= ) , X=|. _] g B = 'l , and g =
(1) : .
_,"’n _ _1 Xn1t Xn2 Xpk _ _ﬂk_ _Sn _
g oL
L=Y e =¢e=(y—XB)(y—XB) Sa| =Xy +2xXB =0
: Bl
i=l (4)
5) Q - 0 - -
B =XX) XYy (X'X)p =Xy SSe = (y — XB)'(y — XB)
@) - (10) A R
(8) . y=Xp e=y—y=y—Xp
“ S.S[
= e —
/ EB)=p Var(B) = c%(X'X) "
(12)

Modelo de Regressao Linear;

Termos da Equacao de Regressao Linear;
Equacao de Erros Quadraticos;
Minimizagao de Erros;

Coeficientes Estimados do Modelo;
Equacao Normal de Erros;

7. Soma dos Quadrados dos Residuos;
8. Variancia dos Residuos;

9. Equacao Estimada de Regressao;
10. Vetor de erros;

11. BLUE (Best Linear Unbiased Estimator);

12. Variancia dos Coeficientes Estimados.
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Coefficient of Determination and Regression Ratio

A Sum 0s Squares ® Z Regression
Residual Error ® 4 pest-it Line
Unexplained/residual sum of (SSR) A 7
y squares (y.-¥,) : o)
(]
yi ~ - A . /X/ Sum of Squares
Y, =B, BX e Total (SST)
O e
Y e o
/ Mean of Actual /
® -, Sum os Squares Response
Total sum of Regression (SSE Variable Value
squares (y,-¥) # ' il Explained)
' @
. (@]
Explained sum of >4
squares (y,-y )
@ y ;
X
% SSTotal = SSExplaincd + SSResidual
or, equivalently,
. . . . ) R ) )
R?: Coefficient of Determination (the greater the better) Z(v,- -y = Z(}’,- -y~ + Z(yi - y;)

SSR: Sum of Squares of Residuals

TSS: Total Sum of Squares 2
SSR, R®=1

oST" Regression Ratio (the lower the better)
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Linear

Ajuste da Regressao

5=0121335

Y=0175+ 0216667 X

R-S5g=957 %

R-Sofad) = 95,0 %

20 —]

153 —

10 —

05 —

0oR-quadrado é a
porcentagem da variacao
explicada pelo seu modelo.

nR-quadrado (ajustado) € a
porcentagem da variacao
explicada pelo seu modelo,
ajustada para o numero de
termos em seu modelo e 0
namero de pontos de dados.

0O “valor-p” para a
regressao € para ver se o
modelo de regressao inteiro
é significativo.

—H,: O modelo permite

significativamente
prever a resposta.
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Ajustes

Fitted Line Plot Fitted Line Plot
Y = 0,1750 + 0,2167 X Y = 0,4071 + 0,07738 X
+ 0,01548 XA 2
210 ° S 0,121335
R-Sq 95.7% s 0,0980767
R-Sq(ad)  950% 2,0 R-Sq 97.7%
R-Sq(ad)) 96,7%
15
15 o
>
>
1.0
1.0
[}
o
0,5
0,5
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
X X
Fitted Line Plot
Y = 0,4571 + 0,0254 X
+ 0,02911 XA 2 - 0,001010 XA 3
S 0,108960 " " n
20 Sequential Analysis of Variance
R-Sq(ad)) 96,0%
Source DF S5 F P
15 7 Linear 1 197167 13392 0,000
> Quadratic 1 0,04024 418 0,096
o Cubic 1 0,00061 00> 0832
' [ ]
[ ]
0.5
0 2 4 6 8
X
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Intervalos de confianca e de previsao

¥ =075+ 0216667 X

S=0121335  R-5q=957% R-Sglad)=950%

Regression
------- 95% Cl
—_——— 95% P

oUma faixa (ou intervalo) de
confianca € uma medida da
certeza da forma da linha de
regressao ajustada. Em geral,
uma faixa de 95% implica em
uma chance de 95% de que
as linha verdadeira fique
dentro da faixa. [Linhas
vermelhas]

oUma faixa (ou intervalo) de
previsdo é uma medida da
certeza da disperséo dos
pontos individuais em torno da
linha de regressao. Em geral,
95% dos pontos individuais
(da populacéo em que a linha
de regressao se baseia)
estarao contidos dentro da
faixa. [Linhas azuis]
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Pratique Regressao Linear Simples

Determine a funcéo de transferéncia entre o Numero de Setups
e o Tempo de Ciclo para diversas operagcoes em uma certa
empresa. Use a planilha cycletime.mtw.

Faca a analise de Residuos.

Qual a previsao do Tempo de Ciclo para uma operacao que
consiste em 10 Setups de equipamento?

A equacdo final é adequada? Se ndo for, como melhora-la?

Regressao | Pedro Paulo Balestrassi | www.pedro.unifei.edu.br
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Residuals vs
Each X

Time Plot of
Residuals

Residuals vs
Predicted Y
(Fits)

Normal
Probability Plot
of Residuals

Analise de Residuos

Bom

Time Order

Reszi_

ual
®
2 [ J o ...
o £ 2°
.
®
°Te ®
a
2 oe® g ©
3 T T T
40 50

30
Pred. Y

N803 ore
®

>
1 =
o -
a
2
73-- T T T T T T

3 2 1 o 1 2
Residual

Ruim

Time Order

Regs_ dual

Nscgore

a o 1 =
Residual

NOs casos ruins tente
uma transformacao
em X,emY ou
ambos. Use Box-Cox
Transformation

Considere a
possibilidade da
existéncia de
variaveis ocultas que
nao foram
consideradas no
modelo (Lurking)

Entenda que X e Y néo
precisam ser normalmente
distribuidos. Os residuos,
contudo, deveriam ser.
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Regressao Curvilinea

Um laboratoério esta fazendo testes
Seal Strength

em adesivos em funcéo da (glem2)
temperatura. Quando a 0 . .
temperatura aumenta a forca do 2050 - A L

contato entre duas superficies
aumenta Em um determinado 1
ponto, contudo a forca desse 1950
contato comeca a diminuir em

N
o
o
o
1 |
[
o 00 o
( X J [
[ J ( X )
(XX X}
o O
o 000
[ X J
[ J
[ ] ( X J
o O
oo o

funcdo de propriedades térmicas R )
do adesivo. Qual o modelo 00 20 a0 30 400
empirico da forca (Seal Strength) Temperature
em funcao da temperatura?

Curve.mtw
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Regressao Curvilinea

X e X? séo D
fortemente
. . . correlacionados.
The regression equation 1is Nenhuma
SealStrength = 923 + 7.45 Temperature - 0.0125 TempSgrd surpresa
\_ Y
Predictor Coef StDev T VIFJ/
Constant 922.98 72 .33 12.76
X2—+> Temperat 7.4469 0.5033 14.80
Xe — TempSgrd -0.012459%%06 0.0008499 -14.66
S = 25.18 R-Sgq = 69.4% R-Sg(adj) =
Analysis of Variance
[ Conclusao: Existe uma curvatura ]
Source DF s significativa
Regression 2 139321 09001 109.87 0.000
Residual Error 97 01498 034
Total 99 200819
source DF Seqg SS
Temperat 1 3051
TempSgrd 1 136270
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Ex.: Uma reacdo Quimica foi
realizada sob seis pares de

Regressao Multipla

Y = f(X1,Xa,...,Xp) +¢

S~
~——

Y =0+ X+ BXot -+ fpXpt+ec

J ~—_

Erro aleatorio

\ L=

Parametros ou
coeficientes

Temperatura Pressdao  Tempo

_ 1S N 20 15 9.4
diferentes condicoes de pressao e a0 15 g7
temperatura. Em cada caso foi 0 1 '2 gl;r
medido o0 tempo necessario para A0 1 'D 9'5
que a reacao se completasse. Obter &0 : 'D 5'9
a equacao de regressao do tempo a0 D'B 5'5
em relacao a pressao e | |
temperatura. Regressao.mtw
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Regressao Multipla: Resultados

The regresszsion equation is

Tempo = 15,4 - 0,106 Temperatura - 4,68 Pressao

Predictor Coef mE Coef T
Constant 15,428 1,827 10,08
Temnperat -0,10617 0,01391 -7,63
Pressdo -4, 681 1,089 -4,30
a = 0,3383 B-5gq = 96,5% B-3glad]j) =
Maior melhor
Analvysiz of Variance
Source DF a0 Ma F
Fegression 2 9,4500 4,.7250 41,29
Fesidual Error K 0,3433 00,1144
Total 5 9,7933
Dource DF Dedq A4
Temnperat 1 7,3369
Pressdn 1 2,1131

Menores
que 0,05

P
0,007
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Regressao para muitos fatores

92 estudantes americanos
participam de um simples
experimento. Cada estudante
registra o seu peso, altura,
género, pulso e se é fumante
ou ndo. Todos eles jogam uma
moeda e sorteiam se vao dar
uma corrida (cara) ou néo por
um minuto. Apos a corrida,
todos os alunos registram o
seu pulso novamente. Um
aluno sugere gque seja inserida
a seguinte “importante”
consideracao: Se a pessoa
pinta o cabelo ou néo.

Deseja-se fazer uma regressao
do segundo pulso em relacéo a
todas as outras variaveis.

Pulso1

Pulso?

Corrida

Fumante

Sexo

Altura

Peso

Cahbelo

B4
e
B2
BE
B4
74
54
B3
B2
76
80
80

8o
Rl
76
70
80
g4
g4
72
Fi
118
94
96

Regressao.mtw

—_ = —_, | = | =] | —m | s | | =

[ o TR O TR O T L A LN T SN R R S R e

—_— = —_,| = = =] = —_m | = = - =

B& 00
7200
7350
73,00
B3.00
73,00
72,00
74,00
72,00
71,00
74,00
72,00

140
145
150
150
155
165
150
150
195
138
150
155

T P o PSP O P I W T R A P B Y
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